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INFORMATIQUE THE´ORIQUE. Sur la longueur des mots
de rang donne´ d’un automate fini. Note∗ de Jean-E´ric Pin,
pre´sente´e par M. Andre´ Lichnerowicz.
A e´tant un automate fini a` n e´tats, nous montrons que s’il existe un mot de rang
infe´rieur ou e´gal a` (n−k) dans A, il en existe en particulier un de longueur infe´rieure
ou e´gale a` P (k), ou` P est un polynoˆme de degre´ 4.
Let A be a finite automaton with n states. We prove that if there exists a word of
rank ≤ (n − k) in A, then there exists such a word with length ≤ P (k), where P is
a polynomial of degree 4.
Soit A = (Q, X) un automate fini, ou` Q est l’ensemble des e´tats et X l’alphabet.
On notera qm l’action d’un mot m de X∗ sur l’e´tat s et si S est un sous-ensemble de Q,
Sm l’ensemble {qm | q ∈ S}. |B| de´signera le cardinal de l’ensemble B, et si n est un
mot de X∗, |m| de´signera la longueur de m, le contexte e´vitant toute confusion entre
ces deux notations. Le rang de m dans A est rA(m) = |Qm|. Soit Πn,k l’ensemble des
automates a` n e´tats posse´dant un mot de rang infe´rieur ou e´gal a` k. On pose
A(n, k) = sup
A∈Πn,k
inf{|m| | rA(m) ≤ k}
Diffe´rents auteurs, comme J. Cˇerny`, P.H. Starke — ont donne´ diverses bornes supe´rieures
pour A(n, 1), dont la meilleure est
A(n, 1) ≤
1
3
n3 −
3
2
n2 +
25
6
n− 4.
Mais les meˆmes me´thodes applique´es a` A(n, n−k) donnent une majoration de A(n, n−
k) de´pendant de n et de k (sauf si k = 0, 1, 2). Nous de´montrons que A(n, n− k) peut
eˆtre majore´ par un polynoˆme de´pendant uniquement de k.
Theorem 1 A(n, n− k) ≤ k(k−1)(k
2+k+6)
12 .
Ce the´ore`me repose sur le re´sultat suivant, qui pre´sente un inte´reˆt par lui-meˆme :
Theorem 2 Soit A = (Q, X) un automate a` n e´tats ; Q′ une partie a` k e´le´ments de
Q. S’il existe un mot m tel que |Q′m| soit infe´rieur ou e´gal a` k − 1, alors il existe un
tel mot de longueur infe´rieure ou e´gale a`
1
3
(n− k)3 +
1
2
(n− k)2 +
7
6
(n− k) + 1
Preuve du the´ore`me 2. — Soit m un mot de longueur minimale tel que |Q′m| ≤ k−1.
Posons m = x1 · · ·xp, Q1 = Q′, Q2 = Q′x1, . . . , Qp = Q1x1 · · ·xp−1. On a
|Q1| = |Q2| = · · · = |Qp| = k
sinon m ne serait pas de longueur minimale. En outre puisque |Qpxp| ≤ k − 1, Qp
contient une paire {ap, bp} telle que apxp = bpxp. Il existe donc des paires {ai, bi}
incluses dans Qi telles que aixi = ai+1, bixi = bi+1 pour i = 1, . . . , p− 1.
Compte tenu de la de´finition de m, on a la proprie´te´ suivante :
(∗) Si j < i, {ai, bi} 6⊂ Qj
∗Se´ance du 28 mars 1977.
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Sinon on aurait {ai, bi} ⊂ Q′x1 · · ·xj−1. Or
aixi · · ·xp = bixi · · ·xp, donc |Q
′x1 · · ·xj−1xi · · ·xp| ≤ k − 1
mais x1 · · ·xj−1xi · · ·xp est plus court que m d’ou` une contradiction. Il reste a` majorer
p = |m|. Pour cette majoration, il est plus commode de raisonner sur les comple´mentaires
des Qi. Posons donc Li = Q \Qi et t = n− k. D’apre`s (∗) les (Li)
p
i=1 ve´rifient
(∗∗)
{
Pour tout i ∈ {1, . . . , p}, il existe ai et bi dans Q tels que
ai 6= bi, {ai, bi} ∩ Li = ∅ et, pour tout j < i, {ai, bi} ∩ Lj 6= ∅.
Lemme 3 Soit Q un ensemble, (Li)
pt
i=1 une suite de sous-ensembles a` t e´le´ments de
Q ve´rifiant les conditions (∗∗). Alors
pt ≤
1
3
t3 +
1
2
t2 +
7
6
t + 1.
La de´monstration se fait par re´currence sur l’ensemble des couples {(t, q) | q ≤ t}
ordonne´ suivant l’ordre lexicographique. On montre par re´currence les deux proprie´te´s
suivantes pour (t, q) ≥ (1, 0) :
(1) si les Li sont de cardinal t et si
pt ≥ kq = 1 + q +
q−1∑
j=1
j2, alors |
kq⋂
i=1
Li| ≤ t− q;
(2) si les Li sont de cardinal (t− 1), alors pt−1 ≤ t +
∑
1≤j≤t−1
j2.
(t, q) = (1, 0). — Les deux conditions sont e´videntes. On suppose le re´sultat vrai
jusqu’au rang (t, q) et on cherche a` le de´montrer pour son successeur.
Passage de (t, q) a` (t, q + 1) (si q ≤ t − 1). — Le (2), inde´pendant de q, re´sulte
de l’hypothe`se de re´currence. Montrons le (1) par l’absurde : supposons pt ≥ kq et
|
⋂
1≤i≤kq+1
Li| = t− q et posons
⋂
1≤i≤kq+1
Li = K. La suite des (Li \K) (1 ≤ i ≤ kq+1)
est une suite de sous-ensembles a` q e´le´ments (q ≤ t − 1) qui ve´rifie (∗∗). En effet,
puisque {ai, bi} ∩ Li = ∅, {ai, bi} ∩ (Li \ K) = ∅ et {ai, bi} ∩ K = ∅. Donc pour tout
j < i, {ai, bi} ∩ (Lj \K) = {ai, bi} ∩ Lj 6= ∅. D’apre`s l’hypothe`se de re´currence (2), la
suite des (Li \K) (i variant de 1 a` kq+1) posse`de au plus (1 + q +
∑
1≤j≤q
j2) termes ; or
kq+1 = 2 + q +
∑
1≤j≤q
j2, d’ou` une contradiction.
Passage de (t, t) a` (t + 1, 0). — Dans ce cas, (1) est e´vident. Si pt < kt, (2) est
de´montre´. Sinon, on peut appliquer l’hypothe`se de re´currence (1) au rang (t, t) : les Li
e´tant de cardinal t,
⋂
1≤i≤kt
Li = ∅. Les Li d’indice > kt ve´rifient en particulier
∃ai ∃bi {ai, bi} ∩ Li = ∅ et {ai, bi} ∩ Lkt 6= ∅.
Donc l’un des e´le´ments de la paire, disons ai, est pris parmi les t e´le´ments de Lkt . En
outre, puisque
⋂
1≤i≤kt
Li = ∅, il existe un Lj (avec j < kt) tel que ai /∈ Lj ; comme
{ai, bi} ∩ Lj est non vide, on a bi ∈ Lj ; bi est donc pris parmi les t e´le´ments de Li. Il
y a donc au plus t2 paires ve´rifiant les conditions ci-dessus, et donc au plus t2 indices
strictement supe´rieurs a` kt. Donc
pt ≤ kt + t
2 ≤ 1 + t +
∑
1≤j≤q
j2 ≤
1
3
t3 +
1
2
t2 +
7
6
t + 1,
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ce qui ache`ve les de´monstrations du lemme et du the´ore`me 2.
Preuve du the´ore`me 1. — Soit m un mot de rang infe´rieur ou e´gal a` n−k. Si Q′ est
une partie quelconque de Q, |Q′m| ≤ n− k et d’apre`s le the´ore`me 2, il existe un mot
m1 de longueur infe´rieure ou e´gale a` P (0) (ou` P est le polynoˆme
1
3X
3 + 12X
2 + 76X +1)
et de rang infe´rieur ou e´gal a` n − 1. Donc |Qm1| ≤ n − 1 et il existe un mot m2 de
longueur infe´rieure ou e´gale a` P (1) tel que |Qm1m2| ≤ n − 2. On construit ainsi une
se´quence de mots m1, . . . , mk tels que |mi| ≤ P (i) et |Qm1m2 · · ·mk| ≤ n − k. Donc
m = m1m2 · · ·mk est de rang infe´rieur ou e´gal a` n− k et
|m| ≤
∑
0≤i≤k−1
P (i) ≤
k(k + 1)(k2 + k + 6)
12
.
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